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Prolog
Prolog

Die folgende Arbeit wird Ihnen einen Einblick in ein Teilgebiet der Chaostheorie verschaffen. Es existieren auch schöne Bereiche in der Mathematik, und genau so einen werde ich in meinem Werk behandeln. Julia-Mengen, so auch der Titel der Fachbereichsarbeit , sind fraktale Gebilde, die von großer Schönheit sind. 

Die Themenwahl war trotz dieser Tatsachen ein wenig schwer für mich, da ich eigentlich ein anderes, mit der Chaostheorie verwandtes, Gebiet behandeln wollte. Der Titel dieses wäre „Darstellung mikrobiologischer und biochemischer Prozesse mit Hilfe von Fraktalen“ gewesen. Dies hätte allerdings einen Umfang gehabt, der nicht in den Rahmen einer Fachbereichsarbeit zu zwängen gewesen wäre.

Der Zusammenhang der Julia-Mengen und meinem Wunschthema besteht darin, daß es sich in beiden Bereichen um dynamische Systeme handelt.
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Zur Bewältigung dieser Arbeit nahm ich nicht nur Fachliteratur, sondern auch das Programm Matlab (Mathematic Laboratories 5.0) zur Hand. Mit dieser Software war es mir möglich, einen Großteil der Grafiken selbst herzustellen. Die Übrigen stammen aus Büchern meines Literaturverzeichnisses.

Also aufgepaßt, gleich werden Sie in einen Bereich der Mathematik entführt, den nicht einmal die verabscheuen können, welche die bis jetzt bekannte Mathematik für verabscheuenswert halten!!! 

1.  Geschichtlicher Hintergrund
Geschichtlicher Hintergrund

Zur Zeit des Ersten Weltkrieges gab es nur wenige neue Forschungsergebnisse, geschweige denn mathematische Erkenntnisse. Nur wenige waren in der Lage, während dieser Periode Zeit und Mittel für neue Errungenschaften zu finden. Schon zu Beginn dieses Jahrhunderts, noch vor Ausbruch des Krieges, beschäftigten sich die zwei französische Mathematiker Gaston Julia (1893-1978), der in Paris an der Ecole politecnique unterrichtet hatte, bevor er in den Krieg eingezogen wurde, und sein größter Konkurrent Pierre Fatou (1878-1929) mit dem Bereich der dynamischen Systeme. Julia, nach dem diese Mengen benannt wurden, war Soldat während des Ersten Weltkrieges. Bei einem Angriff zu Ehren des Geburtstages des Kaisers wurde er schwer verwundet. Er verlor seine Nase und war seit dem dazu gezwungen, eine Ledermaske zu tragen. Gaston Julia mußte viele Monate in einem Militärkrankenhaus verbringen. Dort fand er auch die nötige Zeit um an seiner Arbeit, die er schon lange zuvor begonnen hatte, weiter zu „forschen“. Und wirklich schaffte er es, neue Erkenntnisse zu erringen, die ihm später noch großen Ruhm einbringen sollten. Zu diesem Zeitpunkt war sich Julia aber noch nicht bewußt, welch große Bedeutung seine Arbeit für die Mathematik haben werde. Leider war er auch bis an sein Lebensende nicht in der Lage, dies zu erfahren; er konnte nur andeutungsweise durch Mandelbrots Fortschritte darauf hingewiesen werden, welch Ausmaß das Gebiet der Chaostheorie in der Mathematik einnehmen würde und welch großen Beitrag allein er dazu geleistet hat. Es waren großartige Werke, die diese beiden „mathematischen Helden“ vollbracht haben. Gleich nach der Veröffentlichung von Julias Arbeit wurden er und Pierre Fatou hochberühmt. Ihre glorreichen Entdeckungen wurden weltweit bejubelt und gefeiert. Jedoch schon in den späten zwanziger Jahren gerieten ihre Forschungsarbeiten in Vergessenheit. 

Dieses Thema wurde erst in den späten siebziger Jahren wieder aus dieser hervorgeholt, und zwar durch die Computerexperimente von Dr. Benoit Mandelbrot, der an Universität Yale unterrichtete. Zu Ehren  Dr. Mandelbrots wurde eine jener Mengen, die er „entdeckt“ beziehungsweise erstmals definiert hat, nach ihm benannt. Computer spielen deshalb eine sehr große Rolle, da es hier gilt, mit immens großen Zahlen aus dem komplexen Zahlenbereich ( wird in Kapitel 4 noch näher erläutert) umgehen zu können, damit rechnen zu können und genaue graphische Darstellungen erstellen zu können. Das  alles machten Gaston Julia und Pierre Fatou, wie gesagt, ohne Hilfe von Computern, die in der jetzigen Zeit eine enorme Unterstützung und Erleichterung sind um solche mathematischen Probleme zu lösen. 

Nicht nur Mathematiker haben schon wundervolle Bilder dieser Mengen gesehen, die von Computern erstellt werden, jedoch sind schöne Darstellungen nicht das Einzige, das dieser Bereich der Mathematik zu bieten hat, es existieren auch spannende mathematische Theorien, die dazu dienen, diese Bilder verstehen und erklären zu können. Besonders  bemerkenswert sind die Arbeiten von Gaston Julia und Pierre Fatou, die zu ihren Ergebnissen ohne jede Hilfe von Computern gelangt waren; dies ist auch der Grund, warum man sie als mathematische Helden bezeichnen kann.

2.  Kurze Einführung

Kurze Einführung

Die Basisoperation, die uns zu den Julia-Mengen führt, ist der einfache Prozeß der quadratischen Iterationen. Der Unterschied zwischen einer Funktion und einer Iteration ist einfach erklärt. Eine Iteration besteht aus einer Folge von Punkten; im Gegensatz dazu besteht eine Funktion aus einer durchgehend verbundenen „Linie“, es sei denn es ist eine gebrochen Rationale Funktion. Das heißt aber auch nur, daß es einen oder mehr Pole gibt, die die Funktion teilen. Diese Pole werden jedoch von keinem Wert der Funktion je erreicht. Daraus läßt sich schließen, daß sich die Kurve diesen Polen nur nähert. Man sagt auch, daß die Funktion an den Polen nicht definiert ist. 

Angenommen, man beginnt mit einem beliebigen Anfangswert x0, der eine komplexe Zahl ist, und iteriert ( Erklärung dazu in Kapitel 3 ) diesen Wert, um gemäß der Regel xn+1 = f(xn) eine Folge von Punkten x0, x1, x2, .. zu erzeugen. Für Julia-Mengen ist es nötig, komplexe Zahlen zu verwenden, da sonst kein Fraktal zustande kommen kann. Auch bei der Mandelbrot-Menge werden diese, wie auch bei allen anderen fraktalen Mengen, benötigt. Wenn man annimmt, daß die Konstante c = 0, lautet das dynamische Gesetz, das üblicher Weise xn+1 ( xn2  + c  lautet,  folgendermaßen:   




            

         xn+1 ( xn2  
               
Je nachdem, welcher Wert für x0 gewählt wird, sind drei verschiedene Resultate möglich. Wenn x0 zwischen dem Ursprung 0 und der gewählten Einheit 1 liegt, werden die Beträge der Zahlen der Folge immer kleiner; das heißt, sie nähern sich immer mehr 0 an. 0 ist also ein Attraktor dieses Systems. Ein Attraktor ist eine Art Magnet, das ist zwar keine sehr konventionelle Weise diesen Begriff zu erklären, aber möglicherweise eine Hilfe, sich diesen Punkt besser veranschaulich machen zu können; dieser „Magnet“ hat ein eingeschränktes Gebiet, sein Attraktorgebiet, demnach zieht er alle Zahlen an, die in seinem Gebiet liegen. Richtig gesagt nähern sie sich dem Attraktor immer mehr. Wenn x0 weiter als 1 Einheit von 0 entfernt ist, werden die Beträge der Zahlen der Folge immer größer, folglich ist „unendlich“ ein Attraktor dieses Systems. Die dritte Möglichkeit besteht darin, daß x0 genau 1 Einheit vom Ursprung entfernt ist, also auf dem Einheitskreis um den Mittelpunkt 0 liegt. In diesem Fall verläßt die Folge den Einheitskreis nie. Der Einheitskreis bildet somit die Grenze zwischen den beiden Attraktorgebieten, jenem, das von 0, und jenem anderen, das von unendlich beherrscht wird. Jenes Attraktorfeld, dessen Menge aller Punkte den Attraktor 0 aufweisen, nennt man die Gefangenenmenge, jenes andere, dessen Menge aller Punkte von dem Attraktor „unendlich“ beherrscht wird, nennt man die Fluchtmenge.

Für c = 0,31 + 0,04i ist der nicht-unendliche Attraktor zum Beispiel ein einziger Punkt. Die Grenzlinie der beiden Attraktorgebiete ist kein vollkommener Kreis, sondern ein fraktales Gebilde, dieses Gebilde ist die Julia-Menge zwischen den beiden Gebieten. Jedes c erzeugt eine eigene Julia-Menge. Jedes beliebige Teilstück dieser Grenzlinie weist die Eigenschaft der unendlich wiederholten  Selbstähnlichkeit auf. Selbstähnlichkeit bedeutet, daß man jedes noch so kleine              
2.  Kurze Einführung

Stück aus einem Fraktal „herausnehmen“ und vergrößern kann und daß diese Vergrößerung kein bißchen anders aussieht, als das Teilgebiet, aus dem das kleine Stück „herausgenommen“ wurde. Obwohl es erst mit Hilfe von Computern möglich wurde, solche Figuren zu untersuchen, hatten schon Julia und Fatou bewiesen, daß jedes noch so kleine Teilstück der Grenzlinie alle nötigen Informationen enthält, um die gesamte Kurve bestimmen zu können.
Um gleich von Anfang an ein Bild davon zu haben, worum es sich in den folgenden Kapitel handelt, sollte man folgende Julia-Menge betrachten.
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3.  Die quadratische Iteration
Die quadratisch Iteration

Der Prozeß der quadratischen Iteration läuft folgendermaßen ab:

Man nehme eine Zahl x und quadriere sie, danach addiert man eine Zahl c dazu und nehme das Ergebnis als nächsten Anfangswert, mit dem genau der gleich Prozeß erneut durchgeführt wird. Dieser Vorgang wird unendlich oft durchgeführt. Der Begriff Iteration selbst bedeutet eine wiederholte Aneinanderreihung der Funktion an sich selbst.

Zuerst die allgemeine Schreibweise: xn ( x²n-1 +c

Angenommen man hat die Zahl x =2 und c =1 würde der Vorgang der Iteration  so aussehen, wie das folgendes Beispiel zeigen wird: 

x
x2+c

2
5

5
26

26
677

677
458330

458330
210066388901

Wenn jedoch x, eine Dezimalzahl ist, können schnell gravierende Fehler entstehen, was ein typisches Merkmal chaotischer Entwicklung ist, die dann auch das Endergebnis extrem verfälschen. Wie eine quadratische Iteration aussieht kann man graphisch darstellen. Folgendes Beispiel zeigt eine Iteration mit dem x-Wert x0 = 1.1 und dem c-Wert c = 0.01:
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                Abb. 3. 1

3.  Die quadratische Iteration
Die zwei Funktionen der Abb. 3. 1 sind folgendermaßen definiert: f(x) = x2 

                                                                                                     g(x) = x (= 1. Mediane)

Hier sehen wir, daß es gar nicht nötig ist, die Werte der Iteration auszurechnen, sondern daß es auf einfache Weise möglich ist, den Weg darzustellen. Dies funktioniert folgendermaßen: Man nehme einen Startwert, von diesem zeichnet man eine Normale zur x-Achse bis zur gegebenen Kurve. Von diesem Schnittpunkt zeichnet man nun eine Normale zu der eben gezogenen Linie bis zur 1. Mediane. Dort angelangt macht man genau den gleichen Vorgang noch einmal. Nach einigen Wiederholungen dieses Vorgangs erreicht man den Endpunkt, den sogenannten Attraktor. Der eben beschriebene Prozeß wird graphische Iteration genannt.
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Abb. 3. 2                                                                Abb. 3. 3

An Abb. 3. 2 und Abb. 3. 3 können wir erkennen, daß verschiedene Pfade entstehen, je nach dem, wie groß die Steigung der Funktion f(x) = kx + d ist. Der Parameter k gibt die Steigung an und d gibt an, um welchen Wert x = 0 auf der y-Achse  verschoben wird. Bei diesen Iterationen ist jedoch nur der k-Wert ausschlaggebend. Abb. 3. 2 zeigt eine Funktion, bei der k  kleiner als 1 aber größer als 0 ist. Daraus folgern wir nun, daß wenn 0 < k < 1 ein Pfad entsteht, der sich dem Schnittpunkt von Diagonale und Funktion nähert. Eine Einwärtstreppe entsteht; wir nennen diese also Attraktor. Die nächste Abbildung (Abb. 3. 3) zeigt eine Funktion bei der k größer als 1 ist. In diesem Fall erhalten wir einen Pfad, der sich vom Schnittpunkt der beiden Geraden entfernt. Das heißt, daß wir diesmal eine Auswärtstreppe erhalten, die Repeller genannt wird.

3.  Die quadratische Iteration

Zwei weitere Varianten, wie Iterationspfade verlaufen, sind einerseits der spiralförmige Attraktor und andererseits der spiralförmige Repeller. Die Abbildungen (Abb. 3. 4 und Abb. 3. 5) dieser Seite veranschaulichen diese.
Abb. 3. 4 zeigt einen Attraktor und Abb. 3. 5 zeigt einen Repeller.
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Abb. 3. 4                                                                         Abb. 3. 5  

Alle Startwerte müssen den gleichen Verlauf verursachen. Das heißt, daß nur die Steigung der Funktion ausschlaggebend für den Verlauf der Iteration ist. Wenn man statt einer Geraden eine Parabel als Funktion nimmt, erhält man stets Spiralen, außer die Diagonale wird nicht von der Funktion geschnitten; in diesem Fall erhält man einen Iterationspfad, der zwischen der Diagonale und der Funktion verläuft.

4. Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen

Wozu dienen die komplexen Zahlen?

Im Bereich der reellen Zahlen gibt es keine Lösung  für eine Wurzel aus –1, daher definiert man die imaginäre Zahl i. Es gilt i² = -1. 

Ein Beispiel: x² + 2x +2 = 0

Um dieses Beispiel zu lösen benötigt man die kleine Lösungsformel; diese lautet folgendermaßen: x1,2 = - p/2 ± ( ( p²/4 – q )

Für unser Beispiel heißt das: x1,2 = -1 ± ( (4/4 – 2 )




           x1,2 = -1 ± ( -1

Wie gesagt gibt es keine Lösung im Bereich der reellen Zahlen; wir nehmen also die Zahl i und erhalten folgende Lösung: x1 = -1 + i






 x2 = -1 - i 

Das komplexe Zahlensystem besteht also aus einem Realteil (a) und einem Imaginärteil (b). Die allgemeine Form lautet: z = a + bi.

Komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen ihrer Imaginärteile unterscheiden, heißen konjugiert komplexe Zahlen. Diese benötigt man auch zur Division zweier komplexer Zahlen. Das Produkt konjugiert komplexer Zahlen ist stets reell, wie sich in einem der folgenden Beispiele zeigen wird.

Wie rechnet man mit komplexen Zahlen?

Wir unterscheiden zwischen den vier Grundrechnungsarten.

Gegeben haben wir: a = 2, b = 3

Addition

Die Summe zweier komplexer Zahlen erhält man durch die Addition der jeweiligen Teile. Das heißt man addiert jeweils die beiden Realteile und die beiden Imaginärteile.

z1 + z2 = ( a + bi ) +  ( 2a + 2bi ) = 3a +3bi = 6 + 9i
Subtraktion

Die Differenz zweier komplexer Zahlen erhält man durch das Subtrahieren der jeweiligen Teile. Das heißt man subtrahiert jeweils die beiden Realteile und die beiden Imaginärteile.

z2 – z1 = ( 2a + 2bi ) –  ( a + bi )  = a + bi = 2 + 3i

4.  Die komplexen Zahlen

Multiplikation

Bei der Multiplikation  wird jeder Teil mit allen weiteren multipliziert.

Das heißt man multipliziert auch die Realteile mit den Imaginärteilen und nicht nur die jeweiligen Teile miteinander.

z1 ( z2 = ( a + bi ) ( ( 2a + 2bi ) = a2 + 2abi + 2abi + 2b2i2 = 2 + 24i

Division

Die Division läuft ein wenig komplizierter ab. Bei dieser Rechenart benötigt man die oben erwähnten konjugiert komplexen Zahlen. Eine komplexe Zahl wird durch die andere dividiert, indem man die konjugiert komplexe Zahl durch sich selbst dividiert und das Ergebnis mit der eigentlichen Rechnung multipliziert.

Gegeben haben wir bei diesem Beispiel Folgendes: z1 = 3 + 2i, z2 = 5 – 3i

z1 / z2 = 3 + 2i / 5 – 3i = ( 3 + 2i / 5 – 3i ) ( ( 5 + 3i / 5 + 3i )

          = 15 + 19i + 6i2 / ( 5 – 3i ) ( ( 5 + 3i ) = 9 + 19i / 34

Es gibt noch eine weitere geläufige Koordinatendarstellung, um komplexe Zahlen auszudrücken. Sie wird Polarform genannt. Die einer komplexen Zahl z zugeordnete Vektorlänge heißt Betrag  (z ( von z. Der Betrag von z läßt sich ganz einfach mit der Hilfe des  pythagoräischen Lehrsatzes ermitteln. Der Lehrsatz des Pythagoras lautet: a2 + b2 = c2
Das heißt: r = (z ( = (a + bi (= ( a2 + b2 wobei gelten muß ( a, b ( R ), das heißt, daß a und b Elemente der reellen Zahlen sind.

Nun kennen wir erst einen Teil der Polardarstellung, die jede komplexe Zahl festlegt. Der zweite Wert wird ( genannt. Er ist ein Winkel, der angibt wieviel Grad der Vektor von der x – Achse entfernt liegt.

[image: image9.wmf]Mit Hilfe  der trigonometrischen Beziehungen erkennt man die Zusammenhänge zwischen Polardarstellung und kartesischer Form. Um diese besser zu veranschaulichen benötigt man eine rechtwinkeliges Dreieck. Es ist ein gegebenes Dreieck ABC mit den Seitenlängen a, b und c. Wenn man den Winkel ( berechnen möchte so ist a die Gegenkathete, b die Hypotenuse und c die Ankathete.                                                                                A
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4.  Die komplexen Zahlen

Um den Winkel ( zu berechnen muß man also folgendes beachten:

tan ( = Gegenkathete / Ankathete, d. h. tan ( = b / a

Man erkennt nun den Zusammenhang der beiden Schreibweisen: tan ( = b / a,   

  







         b = a ( tan (
Weiters gilt:  cos ( = a / r     und     sin ( = b / r

                    a = r ( cos (                 b = r ( sin ( 

Daher gilt: z = r ( cos ( + i ( sin ( ) 

                  z = ( r, ( ) 

Um dies auch anwenden zu können, sollte man das folgende Koordinatensystem genauer betrachten. 
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                                     Im                                  z = a + bi 

[image: image12.wmf]-3

-2

-1

0

1

2

3

-3

-2

-1

0

1

2

3

[image: image13.wmf]-3

-2

-1

0

1

2

3

-3

-2

-1

0

1

2

3

[image: image14.png]



[image: image15.png]



                                                   (z (= r

[image: image16.wmf]  0.5

  1

30

210

60

240

90

270

120

300

150

330

180

0

                                                                                   b

[image: image17.png]


                                                  

                                               (
[image: image18.wmf]0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

f(x)

g(x)

                                                                                                Re

[image: image19.png]


                                                              a                  

Bei der Polardarstellung verlaufen die Rechenschritte ein wenig anders als bei der kartesischen Darstellung. Folgendes ist zu beachten: 

Multiplikation

Zwei in Polardarstellung angegebene Zahlen werden miteinander multipliziert, indem man ihre Radien multipliziert und ihre Winkel addiert. Diese Regel folgt aus trigonometrischen Summensätzen.

Gegeben ist: z1 = ( r1, (1 ); z2 = ( r2, (2 )

z1 ( z2 = ( r1( r2, (1 + (2 )

4.  Die komplexen Zahlen

Division

Zwei in Polardarstellung angegebene Zahlen werden dividiert, indem ihre Radien dividiert und ihre Winkel subtrahiert werden. Bei diesem Beispiel nehmen wir die gleichen Angaben, wie bei der Multiplikation.

z1 : z2 = ( r1 : r2, (1 - (2 )

Potenzierung

Zum Potenzieren von Zahlen, die in Polardarstellung angegeben sind, benötigt man den Satz von MOIVRE, einem französischen Mathematiker, der von 1667 bis 1754 lebte.

Der Vorgang der Potenzierung ist leicht zu verstehen, da er ja nur eine fortgesetzte Multiplikation mit sich selbst.

Dieser lautet: ( r, ( )n = ( rn, n( )

Das würde für z5 folgendes bedeuten: z5 = ( r5, 5( )

5. Die Entstehung der Julia-Mengen

Die Entstehung der Julia-Mengen

Julia-Mengen entstehen durch die uns schon bekannte Iteration. Das heißt, man benötigt jetzt die Formel xn+1 ( xn2 + c. Der c-Wert, der eine komplexe Zahl sein muß, ist nun ausschlaggebend dafür, was für eine Form das fraktale Gebilde annimmt. In der Fachsprache wird dieser Wert seed value genannt, was aus dem Englischen kommt und Samen-Wert bedeutet. Samen-Wert deshalb, weil zwei sich kaum unterscheidende Samenkörner, die nebeneinander eingepflanzt werden, ein völlig anderes Aussehen haben können, genau wie es bei den Julia-Mengen der Fall ist. Hierzu möchte ich eine nette Metapher erwähnen, die es möglich macht, dieses Phänomen besser zu verstehen. „An einem bestimmten Punkt der Schweizer Alpen zum Beispiel treffen sich drei Wasserscheiden. Drei dort fallende Tropfen können sich so trennen, daß der eine über Gebirgsbäche in den Rhein und so in die Nordsee gelangt, ein zweiter über den Inn in die Donau und so ins Schwarze Meer komme und der Dritte über die Etsch ins Mittelmeer.”

Julia-Mengen müssen nicht unbedingt Flächen einschließen, sie können auch völlig unzusammenhängend sein, das heißt, daß die Mengen nicht innerhalb einer einzigen Menge liegen und daß es keine Verbindung zwischen ihnen innerhalb einer Menge gibt. Julia-Mengen stellen Kurven dar, sogenannte Randkurven. Diese Kurven, jedoch müssen es nicht nur Kurven sein, wurden von Dr. Benoit Mandelbrot während seiner Forschungsarbeiten Fraktale benannt, was von dem lateinischen Wort frangere kommt und brechen heißt. Nun zu den drei möglichen Varianten.

Als erste Möglichkeit   nehmen  wir   den   Startwert   z0 = 0.9. Wir können  in Abbildung  5.1erkennen, wie die Iteration mit dem c-Wert c = 0 verläuft. Die Punkte (z0…z5) zeigen in den folgenden Abbildungen den Verlauf der Iteration z ( z² an.
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Abb. 5. 1

5.  Die Entstehung der Julia-Mengen

Auf Abb. 5. 1 sehen wir, daß sich die Folge der einzelnen Punkte von dem Einheitskreis entfernen und sich immer mehr dem 0-Wert nähern. 
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Der zweite Starwert für die Iteration z ( z², wobei der c-Wert hier, wie auch in den nächsten beiden Abbildungen c = 0, lautet z0 = 1. Wie wir nun schon annehmen können, wird dieser Wert den Einheitskreis bei keiner noch so oft fortgesetzten Iteration verlassen. Diese Annahme wird durch die nächste Abbildung (Abb. 5. 2) bestätigt.

                                    Abb. 5. 2

.

Der dritte Startwert lautet z0 = 1,3 für die Iteration z ( z². Abbildung 5. 3 zeigt den Verlauf der Iteration.                                  
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                                   Abb. 5. 3

Durch Abbildung 5. 4 darf man sich auf keinen Fall zu sehr beeindrucken lassen. Wenn man nur die wesentlichen Teile der Grafik betrachtet, so können sehr geschulte Augen die Zusammenhänge zwischen der zweidimensionalen und der dreidimensionalen Darstellung erkennen 

5.  Die Entstehung der Julia-Mengen
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Die Abbildung 5. 4 zeigt eine dreidimensionale Darstellung der Funktion z ( z², die alle Iterationspunkte des Startwertes z0 = 1 enthält.

                                      Abb. 5. 4        

Für alle drei Varianten gilt, daß sie spiralförmig um den Ursprung verlaufen. Der erste Startwert wird nun iteriert und wir können erkennen, daß die Bahn dieser Iteration z ( z² eindeutig gegen den Ursprung konvergiert. Bei z0 = 1 sehen wir eindeutig, daß die Bahn den Eiheitskreis nicht verlassen kann. Es ist wieder eine spiralförmige Bewegung, die jedoch nur den Winkel aber nicht die Vektorlänge vergrößert. Es handelt sich bei dem Startwert 1 offensichtlich um einen Fixpunkt, das heißt 1 ist ein Attraktor, der nicht verlassen werden kann. Die dritte Möglichkeit zeigt wieder eine Spiralbewegung, diesmal entfernt sie sich jedoch vom Ursprung.

Im zweiten Fall ist der Einheitskreis eine Julia-Menge, die meisten anderen Julia-Mengen sind jedoch fraktal und müssen nicht einmal zusammenhängend sein. 

Bisher haben wir nur reelle Zahlen für die Iterationen genommen, nun werden wir sehen welcher Unterschied auftreten wird, wenn wir eine komplexe Zahl für den Parameter c aus der Iterationsgleichung z ( z² + c einsetzen. 

Wenn man noch einmal den Einheitskreis betrachtet und ihn mit dieser Gleichung in Verbindung bringen möchte, erkennt man, daß in diesem Fall c = 0 sein muß. Um Julia- Mengen entstehen zu lassen, benötigt man unvorstellbar viele Iterationsschritte. Das heißt um eventuelle Attraktoren feststellen zu können, benötigt man sehr leistungsfähige Computer mit einer hohen Rechenkapazität. Nicht einmal die besten, die zur Zeit auf dem Markt zu finden sind, wären fähig die genauen Attraktoren festzustellen, da auch nur beim kleinsten Rundungsfehler sehr große Abweichungen von der gegebenen Gleichung zustande kommen können. Je näher der c- Wert bei 

5.  Die Entstehung der Julia-Mengen

seinem Attraktor liegt, um so mehr Iterationsschritte werden benötigt, bis der Wert sich dem Attraktor nähert. Bis jetzt sind wir nur auf die Julia-Mengen eingegangen, die einen beliebigen Startwert hatten. Wenn jedoch ein c-Wert aus der Mandelbrot-Menge, von der es in Kapitel 8 eine Abbildung gibt, genommen wird, entstehen bestimmte Fraktale. Jedes c der Mandelbrot-Menge bildet eine Julia-Menge, welche die Gefangenmenge zur Gänze von der Fluchtmenge trennt. Das heißt, das  jede von einem c der Mandelbrot-Menge gebildete Julia-Menge völlig zusammenhängend ist. Nimmt man den c-Wert aus dem “knolligen” Gebilde des Apfelmännchens, so entsteht eine Julia-Menge mit einem nicht unendlichen Attraktor. Nimmt man den c-Wert nun vom rechten Rand der Hauptfigur, so erhält man eine Julia-Menge, die aus nur einem fraktal deformierten Kreis besteht. Nimmt man jedoch einen c-Wert, der von einer der Knospen der Hauptfigur stammt, so erhält man eine Julia-Menge aus unendlich vielen fraktal deformierten Kreisen. 
Zusammenhang zwischen der Mandelbrot-Menge und der Julia-Mengen

Wird c vom oberen Teil des Apfelmännchens genommen, so entstehen drei Attraktoren; die drei Punkte bilden den so genannten Dreierzyklus. Greift man nun einen beliebigen Punkt aus der inneren Umgebung dieser drei Attraktoren, so nähert er sich direkt dem Dreierzyklus. Ein anderer Punkt dieser Menge, der nicht in der Umgebung dieser drei Attraktoren liegt, nähert sich vorerst einem “lokalen” Attraktor, der sich wiederum einem der drei “Haupt”-Attraktoren nähert. Wenn c irgendein anderer Randpunkt der Mandelbrot-Menge ist, dann entsteht eine Julia-Menge, die auch unter dem Namen Siegel-Scheibe bekannt ist. Wie diese aussieht kann man auf Abb. 5. 5 erkennen. Wenn der c-Wert aus einem Ausläufer des Apfelmännchens stammt, so erhält man kleine Verästelungen, die der Mandelbrot-Menge ein klein wenig ähnlich sehen. Neben diesen werden kleinere Punktgruppen sichtbar, die bei einer Vergrößerung zeigen, daß sie genau so aussehen, wie die erste Verästelung und wiederum kleine, nicht an dieser Punktkette hängende Punktgruppen aufweist. Dieser Prozeß erstreckt sich ins Unendliche.

[image: image24.wmf]Im Gegensatz zur Mandelbrot-Menge, wo ein fixer c-Wert existiert, gibt es bei den Julia-Mengen  beliebige c-Werte. Je nachdem, welchen c-Wert man wählt, bildet sich eine andere Julia-Menge. Wie zuvor schon beschrieben  hängt der Verlauf der Julia-Menge davon ab, aus welchem Bereich des Apfelmännchens der c-Wert genommen wird.  Wie wir schon wissen, müssen Julia-Mengen keineswegs Flächen einschließen, da sie nicht zusammenhängend sein müssen. Nehmen wir ein Beispiel zur Hand, um diese nicht in der Natur vorkommenden Phänomene leichter zu verstehen. Angenommen wir haben einen c-Wert c = -1. Der Rand dieser Menge stellt eine Kurve dar. Diese schneidet sich immer wieder selbst. 

                           Abb. 5. 5

6.  Gefangenenmenge und Fluchtmenge

Gefangenenmenge und Fluchtmenge

Die Startwerte aus der komplexen Zahlenebene werden  in zwei Mengen unterteilt. Daß heißt, wir treffen auf eine dynamische Dichotomie. ( Dichotomie: gr: dicha = getrennt, tome = Schnitt. Benennt eine Teilung, bei der zwei gleiche Teile aus einem Teil hervorgehen. ) Die eine Menge enthält alle jene Punkte, die bei der Iteration ins Unendliche fliehen. Daher wird diese Menge auch als Fluchtmenge F oder als Fliehende bezeichnet. Die zweite Menge enthält alle jene Punkte, die ein bestimmtes Gebiet niemals verlassen  und wird deshalb auch Gefangenenmenge G genannt. Die Grenze, die im Fall z0 = 1, c = 0 und die Gefangenenmenge einschließt, kennen wir unter dem 

Namen Einheitskreis. Das heiß auch, daß die Fluchtmenge außerhalb des Einheitskreises angesiedelt ist. Die Grenze zwischen Gefangenenmenge und Fluchtmenge ist der Einheitskreis. In diesem Zusammenhang wird er auch die Julia-Menge der Iteration z ( z²  genannt. Der Verlauf einer Gefangenenmenge und einer Fluchtmenge kann ganz einfach und verständlich mit Hilfe einer einzigen Grafik dargestellt werden, wobei wir nur reelle Zahlen zur Hand nehmen, um dies besser anschaulich machen zu können. Folgende Abbildung (Abb. 6. 1) wird dies zeigen.
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Abb. 6. 1

Wenn wir nun die Iteration um c erweitern, erhalten wir folgende Gleichung: z² ( z + c 

6.  Gefangenenmenge und Fluchtmenge

Der Parameter c steht für eine komplexe Zahl, die variiert werden kann. So wie der Einheitskreis den Rand der Fluchtmenge von z ( z² bildet, sind andere Julia-Mengen die Ränder der Fluchtmengen von z ( z² + c. Ein Punkt ist ein Randpunkt, wenn man in seiner beliebigen nächsten Umgebung sowohl Punkte der Gefangenenmenge als auch Punkte der Fluchtmenge finden kann.

Kommen wir nun zu den fraktalen Julia-Mengen.

Vorerst noch zwei Eigenschaften, die eine Julia-Menge besitzen muß.

1. Fraktale Dimensionen

2. Selbstähnlichkeit

Diese beiden Eigenschaften werden in Kapitel 7 genauer definiert.

Tabelle 1 zeigt die Iterationen von drei Anfangspunkten für z ( z² + c, c = - 0.5 + 0.5i. Alle drei Bahnen gehören wahrscheinlich zur Gefangenenmenge. Tabelle 2 zeigt die Iteration dreier anderer Anfangspunkte, die ins Unendliche fliehen, wieder für z ( z² + c, c = -0.5 +0.5i.

Tabelle 1


Bahn 1

x
Bahn1

y
Bahn 2

x
Bahn 2

y
Bahn3

x
Bahn3

y

z0
0.000
0.000
0.500
-0.250
-0.250
0.500

z1
-0.500
0.500
-0.313
0.250
-0.688
0.250

z2
-0.500
0.000
-0.465
0.344
-0.090
0.156

z3
-0.250
0.500
-0.402
0.180
-0.516
0.472

z4
-0.688
0.250
-0.371
0.355
-0.456
0.013

z5
-0.090
0.156
-0.488
0.237
-0.292
0.488

z100
-0.473
0.291
-0.393
0.290
-0.438
0.217

z200
-0.394
0.279
-0.411
0.271
-0.409
0.290

z300
-0.411
0.273
-0.409
0.276
-0.407
0.272

z400
-0.408
0.276
-0.409
0.275
-0.409
0.276

z500
-0.409
0.275
-0.409
0.275
-0.409
0.275

Abb. 6. 2

In den beiden Tabellen sind je ein x-Wert und ein y-Wert einer der drei Bahnen zugeordnet. In der linken Spalte stehen die Startwerte 
6.  Gefangenenmenge und Fluchtmenge

Tabelle 2


Bahn 1

x
Bahn1

y
Bahn 2

x
Bahn 2

y
Bahn3

x
Bahn3

y

z0
1.00
0.00
0.50
0.25
0.00
0.88

z1
0.50
0.50
-0.31
0.75
-1.27
0.50

z2
-0.50
1.00
-0.96
0.03
0.87
-0.77

z3
-1.25
-0.50
0.43
0.44
-0.34
-0.85

z4
0.81
1.75
-0.51
0.88
-1.12
1.07

z5
-2.90
3.34
-1.01
-0.39
-0.41
-1.90

z6
-3.26
-18.91
0.37
1.30
-3.93
2.04

z7
-347.47
123.68
-2.04
1.46
10.79
-15.52

z8


1.53
-5.46
-124.77
-334.49

z9


-28.01
-16.27



Abb. 6. 3

Auf Abb. 6. 4  kann man die Gefangenenmenge für z ( z² + c, c = 0.5 + 0.5i, die schwarz dargestellt ist, sehen. Alle Punkte, die außerhalb liegen, fliehen ins Unendliche und gehören daher zur Fluchtmenge. Daraus kann man schließen, daß der Rand, den man allerdings nicht zur Gänze wahrnehmen kann, da die kleinen Verästelungen nicht deutlich sichtbar gemacht werden können,  der schwarzen Fläche die Julia-Menge dieses c-Werts ist.
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Abb. 6. 4
7.  Selbstähnlichkeit und fraktale Dimension

Selbstähnlichkeit und fraktale Dimension

7. 1 Selbstähnlichkeit

Selbstähnlichkeit bedeutet, daß der kleinste Abschnitt einer Menge genau so aussieht wie die  „Mutter“-Menge, jedoch  die verkleinerte Ausgabe von dieser ist. Folgendes Beispiel soll verdeutlichen, wie solche kleinen Teilabschnitte ihrer Ausgangsmenge ähnlich sehen.
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Abb. 7. 1
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7.  Selbstähnlichkeit und fraktale Dimension
Der gekennzeichnete Abschnitt in Abb. 7. 1 wird in Abb. 7. 2 vergrößert dargestellt. In Abb. 7. 2 wird wiederum ein Abschnitt gekennzeichnet, der wiederum in der nächsten Abbildung vergrößert wird.

Ähnlichkeit hat in der Mathematik im Gegensatz zum gewöhnlichen Sprachgebrauch eine genauer definierte Bedeutung. Der Vergleich, daß zwei Dreiecke ähnlich sind, heißt, daß die Winkel der beiden Dreiecke gleich groß sind, und sie sich nur durch ihre Größe unterscheiden; das heißt, sie unterscheiden sich nur in ihren Seitenlängen. Selbstähnlichkeit ist nur die Erweiterung der Ähnlichkeit für Fraktale.

7.2 Fraktale Dimension

Der Begriff Dimension wird in der Chaostheorie erweitert. Die Dimension eines Fraktals wird hinsichtlich seiner „Gebrochenheit“ bestimmt.

Flächeninhalte werden gewöhnlich in cm² angegeben, weil die Maß-Einheit der Inhalt eines Quadrates mit der Kantenlänge 1 cm ist. Beim Quadrat bezieht man sich also auf zwei aufeinander senkrechte Strecken.

Ein Volumen wird in cm³ angegeben. Hier bezieht man sich auf drei Strecken, die aufeinander senkrecht stehen.

Die Dimension gibt also an, wie viele Strecken in einem Gebilde aufeinander maximal senkrecht stehen können.

Wenn Dimension anders definiert wird, können auf den ersten Blick sehr eigenartige Dimensionen entstehen. Ein Fraktal ist keine „wirkliche“ Fläche, sondern besteht aus vielen kleinen Verzweigungen, die man mit freiem Auge gar nicht wahrnehmen kann. Aus diesem Grund definiert man eine Dimension, die zwischen erster und zweiter Dimension liegt.

Die Koch-Kurve ist ein typisches Beispiel für solch eine Dimension. Abb7. 2. 1 wird diese zeigen.

[image: image29.jpg]



Abb. 7. 4

8.  Beispiele für Julia-Mengen

Beispiele von Julia-Mengen

Die nächsten Bilder werden einige Julia-Mengen zeigen, die sich nur durch den c-Wert unterscheiden. Zum Vergleich zu anderen Mengen zeigt Abb. 8. 1 die Mandelbrot-Menge oder auch das Apfelmännchen, das wohl das bekannteste fraktale Gebilde ist.
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Abb. 8. 1
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8.  Beispiele für Julia-Mengen
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Auf Abbildung 8. 2 sieht man eine zusammenhängende Julia-Menge und auf Abb. 8. 3 eine unzusammenhängende Julia-Menge. Folgende Abbildung zeigt eine weiter Julia-Menge mit darunterstehendem c-Wert.

Abb. 8. 4

8.  Beispiele für Julia-Mengen

Hier noch einige Farbbilder, daß man die „Schönheit“ der Mathematik noch einen Augenblick genießen kann.



Epilog

Epilog

Durch meine Fachbereichsarbeit habe ich nicht nur das eine Ziel erreicht, das ich mir zu erreichen erhoffte, sondern auch noch einige nicht Erwartete. Ich habe es nicht nur geschafft, mich mit einem Thema zu befassen, das mir beinahe zur Gänze unbekannt war, sondern auch einiges dazu gelernt. Ein wichtiger Beitrag war der, daß ich mich noch nie zuvor intensiv mit Computern auseinandergesetzt habe und dies auch nicht vor hatte. Nun bin ich in der Lage, Texte zu verfassen und sie auch in die passende Form zu bringen. Ich habe es geschafft, mich mit aussichtslos scheinenden Situation auseinander zu setzten und sie zu bewältigen. Ich mußte Ausdauer entwickeln, die mir später sicher weiter helfen wird. Das sind die positiven Auswirkungen, die mir teilweise allerdings zu schaffen machten.

Außerdem hoffe ich, daß es mir gelungen ist, auch denen, die kein Interesse an Mathematik zeigen,  eine interessante Arbeit vorzulegen.  

Ich erkläre, daß ich die Fachbereichsarbeit ohne fremde Hilfe verfaßt und dazu nur die angegebene Literatur verwendet habe. Außerdem habe ich die Arbeit einer Korrektur unterzogen und Tippfehler ausgebessert. 
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